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Objetivos

Classificar geometricamente as algebras de Jordan de
dimensdes pequenas sobre um corpo k algebricamente
fechado de chark # 2.
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Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;
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Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;

» conexidade;
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DE MATEMATICA E ESTATISTI

Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;

» conexidade;

* Orbitas;
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Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;

» conexidade;

* Orbitas;

algebras rigidas;

Slide 3/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;

» conexidade;

* Orbitas;

algebras rigidas;

+ deformacoes ;
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Descrever a variedade Jorp,

» dimenséao;

* conexidade;

* Orbitas;

- algebras rigidas;
+ deformacoes ;

* componentes irredutiveis. @

Slide 3/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

Resultados na Literatura

* 1964. Gerstenhaber introduziu o conceito de deformagéo,
[4].
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Resultados na Literatura
* 1964. Gerstenhaber introduziu o conceito de deformagéo,
[4].

+ 1968 Nijenhuis e Richardson estenderam a teoria para
Lie, [9].
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Resultados na Literatura

* 1964. Gerstenhaber introduziu o conceito de deformagéo,

[4].

+ 1968 Nijenhuis e Richardson estenderam a teoria para
Lie, [9].

+ 1975 Gabriel classificou algébrica e geometricamente
Assoc}, n<4,[3].
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Resultados na Literatura

* 1964. Gerstenhaber introduziu o conceito de deformagéo,
[4].

+ 1968 Nijenhuis e Richardson estenderam a teoria para
Lie, [9].

+ 1975 Gabriel classificou algébrica e geometricamente
Assoc}, n<4,[3].

* 1979 Mazzola estendeu o trabalho para n=5, [8].
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Resultados na Literatura
* 1964. Gerstenhaber introduziu o conceito de deformagéo,
[4].

+ 1968 Nijenhuis e Richardson estenderam a teoria para
Lie, [9].

+ 1975 Gabriel classificou algébrica e geometricamente
Assoc}, n<4,[3].

* 1979 Mazzola estendeu o trabalho para n=5, [8].

1987 Kirillov e Neretin descreveram as componentes de
Lien, n <6, [7].
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Resultados para Algebras de Jordan

+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].
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Resultados para Algebras de Jordan

+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].

« 2006 Kashuba realizou um estudo analogo para Jor),
n<5, [6].
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Resultados para Algebras de Jordan

+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].

« 2006 Kashuba realizou um estudo analogo para Jor),
n<5, [6].

« 2008 Ancochea Bermudez e outros classificaram
algébrica e geometricamente Jors, [1].
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Resultados para Algebras de Jordan

+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].

« 2006 Kashuba realizou um estudo analogo para Jor),
n<5, [6].

« 2008 Ancochea Bermudez e outros classificaram
algébrica e geometricamente Jors, [1].

+ 2011 classificaram algébrica e geometricamente JorN,,
n<4,]2].
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Resultados para Algebras de Jordan

+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].

2006 Kashuba realizou um estudo analogo para Jor},
n<5, [6].

2008 Ancochea Bermudez e outros classificaram
algébrica e geometricamente Jors, [1].

2011 classificaram algébrica e geometricamente JorN,,
n<4,[2].

+ 2014 Kashuba e Martin classificaram algébrica e
geometricamente Jory, [11].
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Resultados para Algebras de Jordan
+ 2005 Kashuba e Shestakov descreveram as componentes
de Jors, [5].

« 2006 Kashuba realizou um estudo analogo para Jor),
n<5, [6].

« 2008 Ancochea Bermudez e outros classificaram
algébrica e geometricamente Jors, [1].

+ 2011 classificaram algébrica e geometricamente JorN,
n<4,[2].

+ 2014 Kashuba e Martin classificaram algébrica e
geometricamente Jory, [11].

+ 2015 Kashuba e Martin classificaram algébrica e
geometricamente Hor]§, [12]. .@
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PAULO INSTI

+ k denotara um corpo algebricamente fechado de
chark # 2.
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 k denotara um corpo algebricamente fechado de
chark # 2.

Definigéo
Uma k-algebra (7, -) € chamada de algebra de Jordan se seu
produto é comutativo e satisfaz a identidade de Jordan:

(xX2-y)-x=x2-(y-x),

para todo x, y € d.
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 k denotara um corpo algebricamente fechado de
chark # 2.

Definigéo
Uma k-algebra (7, -) € chamada de algebra de Jordan se seu
produto é comutativo e satisfaz a identidade de Jordan:

(xX2-y)-x=x2-(y-x),

para todo x, y € d.

+ J denotara uma k-algebra de Jordan de dimensao finita.
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Deformacdes

Seja V um k-espaco vetorial com base {ey, ..., es}. Queremos
introduzir uma estrutura de algebra de Jordan em V.
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Deformacdes

Seja V um k-espaco vetorial com base {ey, ..., es}. Queremos
introduzir uma estrutura de algebra de Jordan em V.

Especificamos n® constantes estruturais c{; € k, tais que:

n
ei-6=) Cfex paratodoi,je{1,....n).
p
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Deformacgodes

Seja V um k-espaco vetorial com base {ey, ..., es}. Queremos
introduzir uma estrutura de algebra de Jordan em V.

Especificamos n® constantes estruturais ck € k, tais que:

n
ei-6=) Cfex paratodoi,je{1,....n).

k=1
A algebra € comutativa, logo ck = c]’,‘ e satisfaz a identidade de
Jordan, logo:

2 of 3 chca— X ok Y Gacht X of ) Ghicas—

a=1 b=1 a=1 b=1 a=1 b=1

n n n n n n

=X cfi ) e+t Y oY cich,— Y cf ) opck,=0 (1)

a=1 b=1 a=1 b=1 a=1 b=1

paratodos i, j, k, I, pe{1,...,n} @
L
[ ]

Slide 7/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

O espaco das constantes estruturais define uma variedade
, . 3
algébrica em k™ que chamaremos de Jor,,.
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O espaco das constantes estruturais define uma variedade
, . 3
algébrica em k™ que chamaremos de Jor,,.

O grupo G =GL(V) age em Jor, via "mudanca de base”

G x Jor, — Jor,
(9.(3,)— (d,-g), onde x gy =g(g 'x-g"y), (2
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O espaco das constantes estruturais define uma variedade
, . 3
algébrica em k™ que chamaremos de Jor,,.

O grupo G =GL(V) age em Jor, via "mudanca de base”

G x Jor, — Jor,

(9.(3,)— (d,-g), onde x gy =g(g 'x-g"y), (2

Denotaremos por ¢ & G-6rbita de uma algebra g, logo:

g~ g1 se e somente se J¢ = §$.
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Deformacdes

Dizemos que J1 é uma deformagéo de J, se 9§ C E
Notacao 71 — Jo.
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Deformacgodes

Dizemos que J1 é uma deformagéo de J, se 9§ C E
Notacao 71 — Jo.

Definicao

Uma algebra J é rigida se J¢ é um subconjunto Zariski-aberto
em Jorp.

Slide 9/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

Cohomologia

Uma aplicacao bilinear h: J x J — J que satisfaz

h(a,b) = h(b, a)
(h(a,a)b)a+ h(a?, b)a+ h(a?b, a) = a?h(b, a) + h(a, a)(ba) + h(a?, ba)

é chamada de 2-cociclo. Notacédo: Z2(J,7).
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ICA

Cohomologia

Uma aplicacao bilinear h: J x J — J que satisfaz

h(a,b) = h(b, a)
(h(a,a)b)a+ h(a?, b)a+ h(a?b, a) = a?h(b, a) + h(a, a)(ba) + h(a?, ba)

é chamada de 2-cociclo. Notacédo: Z2(J,7).

Definicao
Dois 2-cociclos h e h’ sdo equivalentes se existe uma
aplicacéo linear w: J — g tal que:

h'(a, b) = h(a, b) — u(ab) + au(b) + u(a)b.
Chamaremos de 2-cobordos aos 2-cociclos equivalentes a 0.
Notacéo: B%(J,J).
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Cohomologia

Definimos o segundo grupo de cohomologia de J como
sendo H2(J,9) = Z%(9,9)/B?(3.,9).
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Cohomologia

Definimos o segundo grupo de cohomologia de J como
sendo H?(J,9) = Z%(3,9)/B%(3.9).

Teorema

[4] Se H?(3,3) = 0 ent&o J é rigida.
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Cohomologia

Definigao
Definimos o segundo grupo de cohomologia de J como
sendo H?(J,9) = Z%(3,9)/B%(3.9).

Teorema

[4] Se H?(3,3) = 0 ent&o J é rigida.

Definicao
Se H?(J,d) = 0 dizemos que J ¢ infinitesimalmente rigida.
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Componentes Irredutiveis

Teorema

Se J € Jor, € uma algebra rigida entéo existe uma componente
irredutivel C tal que € = JG.
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Componentes Irredutiveis

Teorema
Se J € Jor, é uma algebra rigida entao existe uma componente

irredutivel C tal que € = JG.

Teorema
Reciprocamente, se C é uma componente irredutivel de Jor,:
@ ou ¢ = JC onde J é uma &lgebra rigida,

® oul= Ulaﬁ sendo | um conjunto infinito.
xe
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Teorema
[13] Seja € uma componente irredutivel de Jor, que é o fecho
de uma unido infinita de drbitas de algebras 3,J’,... . Se
Jd=10Jss+Radd e’ =J;+Radd’, entdo:

© Jss e J%s sdo isomorfas;

® dimRadgJ =dimRad{’;

® nilindex(RadJ) = nilindex(Radg’);

@ As agbes de Jss e Ji;s emRadJ e RadJ’, resp., sdo
equivalentes;

® dimH9(J,3) =dimHI(J",3");
0 dimJ® =dimJ’C.
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Existéncia de Deformacao

[8]A existéncia de uma curva y em Jor, que mora
genericamente numa subvariedade U e a qual corta J% em um
ponto especial implica que J € U e reciprocamente.
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Ji | e e €3 €y Js| e e m
e1 | e O G 0 e1 e 0 my :2_2
& | 0 e % 0 (7] 0 e O —22
€3 % % ej+e 0 n|n 0 0 O
es | 0 0 0 €4 no % % 0 m

Se t +£0, a dlgebra J} com base {A—e+es,Bi—e,, Ci—tes, Di=t2e;} €
produtos

A=A B’=B C?=Di+t°B; D?=1t2D;
1
AtBtZO AtCtZECt AtDt:Dt

1 1
aazéa B:D;=0 QQZEFQ

é isomorfaa gy, i.e., J; € 3?. Mas quando t =0 obtemos o

produto da algebra Jos5. Logo J1 — J2s. .@

. o -
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Critérios para a nao Existéncia de Deformacao

Se J1 — J» entéo:
@ dimJ$ > dimgg
® dimAut(J1) < dimAut(do)
® dimRad(J;) < dimRad(J»)
@ dimAnn(J¢) <dimAnn(J»)
@ dim(J7) > dim(37)
0O (J2)ss C (J1)ss € aagao de (J2)ss em J» € a restricao da
acdo de (J1)ss a (d2)ss-
@ toda identidade polinomial de J; é valida em J».
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Critérios para a nao Existéncia de Deformacao

Se J1 — J» entéo:
O M (31) < M(J2) onde M;(J) = max{dimS| S C J e satisfaz /}.
® dimZ(J1) <dimZ(J») (centro-associador)
© dimZ2(31,31) <dim Z2(J,,32)
O dim B?(J1,31) > dim B3(J2,72)
@ dimH?(J1,d1) < dimH?(J2,32)
® Se J» é unitaria entao J; deve ser unitaria.

@ A decomposicao de Peirce de J, dever ser preservada em
d1-
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Teorema

Se J nao admite deformagao néo trivial entdo J é rigida.
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Soma Direta de Deformacodes

Parai=1,2 sejam J;,J; € Jory, tal que 3; — 3; entéo
d1©32 — 31035
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Soma Direta de Deformacoes

Parai=1,2 sejam J;,J; € Jory, tal que 3; — 3; entéo
d1©32 — 31035

Exemplo

A reciproca é falsa: considere as algebras J37 =T @ kns e
Jde7 = T3 ®kny, onde T, é dada por

ein=n enmp=n e =e eT3pormnmn=n n=n;.
Temos que T> @ kng — T3 & kny. Mas To /4 T3 pois

dimAut(T2) =4 > 3 =dimAut(T3).
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Rigidez € um Conceito Local

Exemplo

De [2] as &lgebras Jg1 € Js2 sao rigidas em Jors [ \Nilg. Mas,
da7 — Je1 1090 Je1 Nao0 € rigida em Assocy. Por outro lado
Js53 — Je2 1090 Je2 NAO € rigida em Jory.

Slide 20/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

Algumas Componentes Irredutiveis

© Para m> 2, a algebra A, € Jorp, que possw base
{e1,nq,---,ny_1} tal que e12—e1, e1n,—2n,er|g|dae
dimAS =

® Para m> 4, a algebra B, € Jorp, que possw base
{e1,80,n,++ ,Np_o} tal que €2 = e;, e1n; = 1nj, eany = Iy
é rigida e dimB% =7 45(m—3).

® Para m> 4, a algebra Cp, € Jor,, que possui base
{e1,e2,n1,-- Nm_2} tal que €2 =e;, e1n; = Sy, ean = 3y
parak=2,---,m—2 érigida e dimC& =7+5(m—3).

8
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Operacoes que Preservam Rigidez

© J érigida & J®g L é rigida para toda extenséo L de k.

@® Soma direta preserva rigidez infinitesimal e
reciprocamente se J1 ® J» € infinitesimalmente rigida
entdo J; e J> também o sao.

©® Soma direta de algebras rigidas € uma algebra rigida em
Jorp, para n< 5.

O Sek=ke J;®J, érigida entdo J; e J, devem ser rigidas.

R
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Rigidez ndo é preservada por adjuncao formal
de um elemento identidade.

Sejam A#_1 € Jorp, a algebra que resulta de adjuntar
formalmente uma unidade a A,_1 e J(V, f) € Jor, &lgebra de
Jordan da forma bilinear simétrica f: VxV — k, f(e;,ej)=1¢€
flej,e)) =0parai#je2<ij<n, ondedimgV=n—1.
Entdo a curva:

E1t261

1 1
E§:§e1+§eg
Ef—te, i-3...n

implica que (V, f) — A ..
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A variedade Algébrica Jory

Teorema

A variedade Jor, é uma variedade afim conexa de dimens&o
16 com 73 G-drbitas e 10 componentes irredutiveis dadas
pelos fechos de Zariski das orbitas das algebras

Q ={d1, d2, 33, 36, J12, J13, J16, 24, J33, 59},

as quais determinam componentes de dimensées: 15, 11, 16,
14,10, 12, 12, 14, 4 e 12, respetivamente.
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A variedade Algébrica Jory

+ De [14] segue que existem 73 &lgebras de Jordan de
dimensao 4 ndo isomorfas, J;comi=1,...,73. Logo
dory =738 .
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DE MATEMATICA E ESTATISTICA

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO

A variedade Algébrica Jory

+ De [14] segue que existem 73 &lgebras de Jordan de
dimensao 4 ndo isomorfas, J;comi=1,...,73. Logo
dory =738 .

- dimJors = maxi<i<73 {dimg®} =dimg§ = 16.
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A variedade Algébrica Jory

+ De [14] segue que existem 73 &lgebras de Jordan de
dimensao 4 ndo isomorfas, J;comi=1,...,73. Logo
dory =72 98 .

- dimJors = maxq ¢j<73 {dimJ®} =dimJ$ = 16.
« A 6rbitade J73 = @?:1 kn; (&lgebra nula) é fechada e logo

toda g € Jory4 € uma deformagao de J73 0 que implica que
dors € uma variedade afim conexa.
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A variedade Algébrica Jory

+ De [14] segue que existem 73 &lgebras de Jordan de
dimensao 4 nao isomorfas, J;comi=1,...,73. Logo
dory =72 98 .

- dimJors = maxq ¢j<73 {dimJ®} =dimJ$ = 16.

* A drbita de J75 = @?:1 kn; (algebra nula) é fechada e logo
toda J € Jors € uma deformacgéo de J73 o que implica que
dors € uma variedade afim conexa.

+ As 10 algebras em Q tem segundo grupo de cohomologia
nulo, logo sao rigidas.
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A variedade Algébrica Jory

+ De [14] segue que existem 73 &lgebras de Jordan de
dimensao 4 nao isomorfas, J;comi=1,...,73. Logo
dorg =72, 48 .

- dimJors = maxq ¢j<73 {dimJ®} =dimJ$ = 16.

* A drbita de J75 = @?:1 kn; (algebra nula) é fechada e logo
toda J € Jors € uma deformacgéo de J73 o que implica que
Jors € uma variedade afim conexa.

+ As 10 algebras em Q tem segundo grupo de cohomologia
nulo, logo sao rigidas.

+ As 63 algebras restantes deformam-se em alguma das @
algebras rigidas. Py

Slide 25/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO

A variedade Algébrica Jory

PAULO

INSTITUTO

DE MATEMATICA E ESTATISTICA

— J10 J11 J12 J13 J14 J1s J16 J17
Jio | 2ot | At | Pann | Ag2 | Aact | Aam | Pz | P
J11 | Aaut | =or | AAmn | Zann | AAu # g2 #Ann | A Aut
Ji2 | #aut | Aaut | —oT | Aact | Aact | Aaw | Aau | A Au
J13 | #aut | Paut | Pze | —oT | Aant | Aawt | Aad | AAu
J1a | Aawt | awt | Az | Pz | 20T | Aan | Az | Pan
J1s | #aut | Paut | Pz #z | #at | b7 | Az | Fau
Jie | #aut | aut | Pze | Pact | Aant | Aawt | ot | Aau
17 | Aaw | Aaw | Az | Pz | Aac | Pae | Pz | oot
Jis | #aut | Aaut | Pact | Aact | Aadt | Aaw | Aau | A Au

Tabela: Existéncia de deformagdes em Jory
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Figura: Descricdo das componentes de Jory
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A variedade Algébrica JorNs

Teorema

A variedade JorNs é uma variedade afim conexa com um
numero infinito de G-orbitas e 5 componentes irredutiveis
dadas pelos fechos de Zariski das orbitas das algebras rigidas
Q ={Aoz, As4, Ass, T5} € pelo fecho da unido infinita de
Aso(x, B)C para todo «, p € k.
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A variedade Algébrica JorNs

- &> _,kn; € JorNs, logo toda J € JorNs é uma deformagéo
de @?:1 kn; o que implica que JorNs é uma variedade afim
conexa.
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A variedade Algébrica JorNs

- &> _,kn; € JorNs, logo toda J € JorNs é uma deformagéo
de @2_,kn; o que implica que JorNs é uma variedade afim
conexa.

+ Existem 25 algebras de Jordan nilpotentes associativas de
dimensao 5 nao isomorfas, [15], 41 ndo associativas e 5
classes de élgebras que contém um numero infinito de
algebras nao isomorfas, [16], a saber:
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Familias Infinitas de Algebras nao Isomorfas

\ A \ Tabela de Multiplicagao | Observagao
Aq7(x) B=n mnp=n; ng=ons Aq7(o1) = Aq7(x2)
NNy =3 =Ny =ns o=
Aagg (o) M =ng mng=ons Mmnp=ns | Apgs(o) = Aps(exz)
Nn{Ng = NoNg = Ny S o =Fop
Az7(x) M =ng ning=ouns Az7(1) ~ Az7(x2)
Moz = N5 NN = Ny S x = Xo
Ao7(1) associativa
Agg(ex) M=ny N5=ns NoNy=xns Agg(oet) = Azg(axz)
NNz =nNnNg = ns S o =t
Aszo(ex, B) ME=n3 N5=ns Nahy=xns Azg(o1, B1) = Asg(oea, B2)
Nn3=PRnNs nNaNg=ning=ns < (o1, B1) = (o2, B2)
ou (o1, B1) = (B2, x2)

Tabela: Familias Infinitas em JorNs
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« As familias Aq7(), Asg(x), As7(a) € Asg(x) Ndo definem
componente irredutivel.
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« As familias Aq7(), Asg(x), As7(a) € Asg(x) Ndo definem
componente irredutivel.

+ Temos 62 algebras em JorNs que nao sao rigidas.

Slide 31/34 — Maria Eugenia Martin - Iryna Kashuba — Variedades de Algebras de Jordan — 22 de julho de 2016



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

« As familias Aq7(), Asg(x), As7(a) € Asg(x) Ndo definem
componente irredutivel.

+ Temos 62 algebras em JorNs que nao sao rigidas.

* As &lgebras Ags, As4, Ao € 15 Na0 admitem deformagdes
nao ftriviais.
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« As familias Aq7(), Asg(x), As7(a) € Asg(x) Ndo definem
componente irredutivel.

+ Temos 62 algebras em JorNs que nao sao rigidas.

* As &lgebras Ags, As4, Ao € 15 Na0 admitem deformagdes
nao ftriviais.

+ A familia infinita Azp(e, ) com «, 3 € k gera uma
componente irredutivel.
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Dim Aut
3

4 A20 A22  All

LN N

5 A9 A2l Al0 AI2 A3 A300 A6 Al7
NS KA
6 AllS\AIA A9 Alls\ AT A3 Axooml/ A2 AR A7 A27\‘ A36  A290 all associative algebras
7\ W
7 A \:\16 A3 A3l A270 A28
9 A4

10

Figura: Descrigao das componentes de JorNs
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Comparagéo das Variedades JorS e Jork

Jory: Jor>
n | n® érbitas | n® componentes | n° 6rbitas | N componentes
1 2 1 2 1
2 7 3 6 2
3 26 8 20 5
4| >109 >18 73 10
5 - - 00 > 26

Tabela: Comparagao das variedades Jor$ e Jor:
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